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1. Generalità

La derivazione numerica di una funzione  f(x) può essere utilizzata nei casi in cui  il calcolo della derivata con procedimento analitico sia particolarmente difficile, ad esempio  a causa della difficile espressione analitica della f(x) stessa.

Inoltre sono frequenti i casi in cui l’andamento della funzione f(x) non può essere espresso analiticamente in quanto non esiste una espressione analitica adeguata oppure si conosce il valore della funzione solo in alcuni punti.

 Le formule di derivazione numerica possono essere facilmente implementate attraverso un programma di elaborazione dati all’interno di un calcolatore.

2. Formula normale di derivazione numerica
Le formule di derivazione numerica si basano sulla  definizione di derivata  come limite del rapporto incrementale (se esiste): 
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Si vede dalla figura che mentre la derivata analitica fornisce il coefficiente angolare della funzione in un punto x (retta azzurra) , la derivata numerica , denominata Dhf(x) fornisce il coefficiente angolare della secante passante per i punti della curva x e x+h (retta rossa).

Appare evidente che la differenza tra i valori di derivata analitica e numerica   sarà piccola  quanto più piccolo viene scelto  il valore di h, cioè quanto più i punti x e x+h sono vicini.

Nell’esempio seguente   (implementato con il programma MATLAB) viene mostrato il risultato di una derivazione numerica calcolata su una funzione sinusoidale di ampiezza unitaria.

Il programma si basa sui seguenti elementi fondamentali:

Dati di  Ingresso:

1. espressione analitica della funzione

2. intervallo  di studio delle derivate analitica e numerica

3. numero di campioni  utilizzati all’interno dell’intervallo di studio (Ncamp); tale valore è introdotto da tastiera all’inizio dell’esecuzione del programma
Principali  passi di calcolo:
1. Calcolo del passo (o intervallo)  di campionamento (h)

2. Calcolo dei punti di campionamento e memorizzazione nel vettore  x(k)  con k=1..Ncamp

3. Calcolo dei  valori  della funzione nei punti di campionamento e memorizzazione nel vettore f(k) con k=1..Ncamp;

4. Calcolo dei valori della derivata analitica nei punti di campionamento e memorizzazione nel vettore DA(k) con k=1..Ncamp

5. Calcolo dei valori della derivata numerica  nei punti di campionamento e memorizzazione nel vettore DN(k)  secondo la formula: 

DN( k ) = (f(k+1)-f(k)) / h      per  k= 1..Ncamp-1
DN (Ncamp)  = D (Ncamp-1) + (D(Ncamp-1) – D(Ncamp-2) 
Da notare che la formula utilizzata per il calcolo  di DN(Ncamp)  è quella dell’estrapolazione lineare   basata sui valori assunti dalla funzione DN(k)   nei punti Ncamp-1 e Ncamp-2;  tale  uso è necessario in quanto il valore f(Ncamp+1) non è disponibile.

6. Calcolo  del vettore DIFF (k)  espressione del valore assoluto della differenza   tra i valori omologhi assunti dai vettori  DA(k) e DN(k)

DIFF(k) = abs (DA(k) – DN(k))

k=1..Ncamp
7. Calcolo del massimo  del vettore DIFF(k); tale valore  è l’errore massimo commesso

8. Stampa dei grafici ottenuti  e dell’errore massimo.
Il listato del programma è riportato in Allegato 1.
I grafici riportati mostrano i risultati raggiunti  per  Ncamp= 10 ;  Ncamp=50 ;  Ncamp=100.
[image: image2.emf]0 1 2 3 4 5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Numero di campioni = 10 

 

 

derivata analitica

derivata numerica


[image: image3.emf]0 1 2 3 4 5 6

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Numero di campioni = 50 

 

 

derivata analitica

derivata numerica


[image: image4.emf]0 1 2 3 4 5 6

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Numero di campioni = 100 

 

 

derivata analitica

derivata numerica


La tabella mostra, inoltre il valore dell’errore calcolato nei tre casi sopra indicati e nei casi Ncamp=1000 e Ncamp=10000.

	NUMERO DI CAMPIONI
	ERRORE MASSIMO
	ERRORE PERCENTUALE
	Errore / passo di campionamento

	10
	0.3473
	34%
	0.5530

	50
	0.0628
	6.2%
	0.50

	100
	0.0314
	3%
	0.50

	1000
	0.0031
	0.3%
	0.50

	10000
	0.00031
	0.03%
	0.50


Si noti anche che essendo il valore massimo della derivata analitica e di quella numerica pari a 1 gli errori  trovati possono essere considerati anche come valori percentuali.
Come era da attendersi, gli scostamenti   tra derivata analitica e derivata numerica  diminuiscono rapidamente  con la diminuzione del passo di campionamento.

Si può dimostrare che l’errore è proporzionale al passo di campionamento (vedi colonna 4).

3. Formula centrale  di derivazione numerica
Una possibile variante alla formula utilizzata per il calcolo della derivata numerica, illustrata al paragrafo precedente  può essere il seguente: 
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In questo caso si vede che il calcolo della derivata numerica in un punto x  è costituito  dal rapporto tra i valori della funzione assunti nei punti x+h e x-h e il doppio del valore h.

In ALLEGATO 2, viene riportato il listato del programma MATLAB che utilizza la formula centrale per il calcolo della derivata numerica; le differenze rispetto al programma  dell’ALLEGATO 1 sono le seguenti:

· Utilizzo della formula centrale per il calcolo della derivata numerica

· Utilizzo della estrapolazione lineare per il calcolo sia di DN(1) che DN (Ncamp) in quanto non si dispone né del valore f(Ncamp+1) né del valore f(0).
I valori ottenuti sono riportati nei grafici seguenti
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La tabella seguente mostra gli errori  riportati  utilizzando la formula centrale:

	NUMERO DI CAMPIONI
	ERRORE MASSIMO
	ERRORE PERCENTUALE
	ERRORE PERCENTUALE CON FORMULA NORMALE

	10
	0.22
	22%
	34%

	50
	0.00130
	0.1%
	6.2%

	100
	6.57e-4
	0.06%
	3%

	1000
	3.28 e-5
	0.003%
	0.3%

	10000
	3.28e-7
	0.00003%
	0.03%


Da notare come il vantaggio di utilizzare la formula centrale è tanto più evidente quanto più è alto il numero di campioni utilizzati.

Si può dimostrare che, in questo caso,  l’errore è proporzionale al quadrato del  passo di campionamento.

ALLEGATO  1:
% Programma  per il calcolo della derivata numerica della funzione  
% Y = sin (x)
% Intervallo di studio [0; 2pigreco]
% Passo 0: azzeramento variabili
x=0;
f=0;
DA=0;
DN=0;
DIFF=0;
%================================================================
% Passo 1: Introduzione del numero di campioni da utilizzare e 
% calcolo del passo di campionamento:
Ncamp = input( 'Introduci il numero di campioni da utilizzare:  ');
h = 2*pi/Ncamp;
%================================================================
% Passo 2: Calcolo dei punti di campionamento:
for k=1:1:Ncamp
    x(k)= (k-1)*h;
end
%================================================================
% Passo 3: Calcolo della funzione sin(x) nei punti di campionamento:
for k=1:1:Ncamp
    f(k)= sin((k-1)*h);
end
%================================================================
% Passo 4: Calcolo della funzione derivata analitica della funzione
% sin(x) nei punti di campionamento: f'(x) = cos (x)
for k=1:1:Ncamp
    DA(k)= cos((k-1)*h);
end
%================================================================
% Passo 5: Calcolo della funzione derivata numerica della funzione
% sin(x) nei punti di campionamento:
for k=1:1:Ncamp-1
    DN(k)= (f(k+1)-f(k))/h;
end
% estrapolazione linerare per il calcolo di DN(Ncamp)
DN(Ncamp)= DN(Ncamp-1)+DN(Ncamp-1)-DN(Ncamp-2)
%================================================================
% Passo 6: Calcolo del vettore DIFF(k) contenente i valori delle differenze
% tra derivata analitica e numerica calcolate in precedenza
for k=1:1:Ncamp
    DIFF(k)= abs(DN(k)-DA(k));
end
%==========================================================================
% Passo 7: Calcolo del massimo del vettore DIFF(k) = scarto massimo tra
% derivata analitica e derivata numerica
errmax = DIFF(1)
for k=2:1:Ncamp
    if DIFF(k)> errmax
        errmax=DIFF(k);
    end
end
%========================================================================% Passo 8: Grafico della derivata analitica e della derivata numerica
errmax
plot (x,DA);
grid on
xlim ([0;x(Ncamp)])
string1=sprintf ('Numero di campioni = %d ',Ncamp);
title(string1)
hold all
plot (x,DN);
legend ('derivata analitica', 'derivata numerica')
ALLEGATO  2:
% Programma  per il calcolo della derivata numerica della funzione  
% Y = sin (x) con utilizzazione della formula centrale
% Intervallo di studio [0; 2pigreco]
% Passo 0: azzeramento variabili
x=0;
f=0;
DA=0;
DN=0;
DIFF=0;
%================================================================
% Passo 1: Introduzione del numero di campioni da utilizzare e 
% calcolo del passo di campionamento:
Ncamp = input( 'Introduci il numero di campioni da utilizzare:  ');
h = 2*pi/Ncamp;
%================================================================
% Passo 2: Calcolo dei punti di campionamento:
for k=1:1:Ncamp
    x(k)= (k-1)*h;
end
%================================================================
% Passo 3: Calcolo della funzione sin(x) nei punti di campionamento:
for k=1:1:Ncamp
    f(k)= sin((k-1)*h);
end
%================================================================
% Passo 4: Calcolo della funzione derivata analitica della funzione
% sin(x) nei punti di campionamento: f'(x) = cos (x)
for k=1:1:Ncamp
    DA(k)= cos((k-1)*h);
end
%================================================================
% Passo 5: Calcolo della funzione derivata numerica della funzione
% sin(x) nei punti di campionamento:
for k=2:1:Ncamp-1
    DN(k)= (f(k+1)-f(k-1))/(2*h);
end
% estrapolazione linerare per il calcolo di DN(Ncamp)
DN(Ncamp)= DN(Ncamp-1)+DN(Ncamp-1)-DN(Ncamp-2)
% estrapolazione lineare per il calcolo di DN(1)
DN(1)= DN(2)+DN(2)-DN(3)
%================================================================
% Passo 6: Calcolo del vettore DIFF(k) contenente i valori delle differenze
% tra derivata analitica e numerica calcolate in precedenza
for k=1:1:Ncamp
    DIFF(k)= abs(DN(k)-DA(k));
end
%==========================================================================
% Passo 7: Calcolo del massimo del vettore DIFF(k) = scarto massimo tra
% derivata analitica e derivata numerica
errmax = DIFF(2)
for k=2:1:Ncamp-1
    if DIFF(k)> errmax
        errmax=DIFF(k);
        kmax=k;
    end
end
%==========================================================================
% Passo 8: Grafico della derivata analitica e della derivata numerica
DA
DN
DIFF
errmax
kmax
plot (x,DA);
grid on
xlim ([0;x(Ncamp)])
string1=sprintf ('Numero di campioni = %d ',Ncamp);
title(string1)
hold all
plot (x,DN);
legend ('derivata analitica', 'derivata numerica')
