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1. Generalità

La “Balistica” (dal verbo greco balliz_ = “io lancio”, da cui deriva anche il termine balestra)

è quella parte della Dinamica che studia il moto dei proiettili.
Nel presente modello viene studiato il moto di un proiettile con velocità iniziale v0 formante un angolo θcon la direzione orizzontale. Per far ciò scegliamo il sistema di assi mostrato  nella figura seguente e  scomponiamo la velocità  nelle due componenti secondo l’asse X e l’asse Y :
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L’ipotesi è quella di considerare come sola forza agente sul proiettile la forza peso (forza di gravità) diretta secondo l’asse Y.
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Ricavando t dalla prima equazione e sostituendolo nella seconda si ottiene la

seguente equazione (cartesiana) della traiettoria:
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che rappresenta geometricamente una parabola, il cui vertice si trova  nel punto A. L’ordinata di A è l’altezza massima h raggiunta dal proiettile, altezza che si può calcolare facilmente osservando che la velocità vy  si annulla in A per poi cambiare segno. Allora:

[image: image4.png]0=vo, = 81,3




[image: image5.png]



Introducendo tA nell’espressione di y si ottiene:
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La “gittata” OB del proiettile si può calcolare in due modi:

1) Imponendo 0 y nell’equazione della traiettoria, e risolvendo l’equazione di 2° grado in x:

si otterranno due soluzioni, di cui una ovviamente è 0  (punto di partenza), e l’altra è B.

2) Osservando che il tempo impiegato per tornare al suolo (“tempo di volo”) è il doppio di

quello per raggiungere A. Quindi:
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La gittata dipende sia da  v0 (componenti  vox e voy ) e  dall’angolo , ed  è massima per  45° .

In effetti  per   45°  si annulla la derivata prima della XB   rispetto a 
Xb =  
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 La derivata prima della XB   rispetto a è pari a 


[image: image11.wmf]J

d

dxb

  = 
[image: image12.wmf]g

vo

J

2

cos

*

*

2


e si annulla per 2 =90°  -->   = 45°.

Modello MATLAB del moto del proiettile

Quanto sopra descritto è stato simulato attraverso un programma in MATLAB  che studia il moto del proiettile in un insieme discreto di punti della traiettoria a partire dalla velocità iniziale e dall’angolo Tali valori vengono impostati da tastiera.
I passi fondamentali del programma sono i seguenti:

1. Calcolo del tempo relativo all’altezza massima (t_max) e della durata della traiettoria (t_volo)
2. Calcolo degli istanti temporali in cui calcolare la traiettoria: il tempo di volo viene diviso in 100 parti  egualmente distanziate; gli istanti temporali vengono memorizzati in un vettore t(k)  con  k=1..100
3. Calcolo delle posizioni x e y  assunte dal proiettile  negli  istanti t(k); le posizioni vengono memorizzate in due vettori  sx1(k)  e sy1(k)  con k=1..100
4. Calcolo della gittata massima (indicata con X_max) secondo due diversi modi:

a. X_max1 =  2*v0x*v0y/g ;
b. X_max2 = sx1(t_volo) ;
5. Calcolo dell’altezza massima della traiettoria (indicata con Y_max) secondo due diversi modi :

a. Y_max1 =  voy2/2*g;

b. Y_max2 = sx1(t_max) ;

6. Elaborazione del grafico della traiettoria  come luogo dei punti Sx1(k) e sy1(k) elaborati al punto precedente

Il listato del programma è il seguente:

% Programma per lo studio della traettoria balistica
t=0;
v_ini = input('Introduci velocità iniziale in M/sec: ')
%alfa1 = angolo di tiro
alfa1 = input ('Introduci angolo di tiro in gradi: ') 
% calcolo del tempo corrispondente all'altezza massima
t_max = v_ini* sind(alfa1)/9.8;
% calcolo del tempo di volo
t_volo = 2*t_max;
% divido l'intervallo di volo in 100 parti
% definizione vettore t per l'asse dei tempi
for k=1:100 
    t(k) = k*t_volo/100;
end
% calcolo  punti traiettoria asse x e asse y
for k=1:100
    sx1(k) = v_ini* cosd (alfa1) * t(k);
    sy1 (k) = v_ini* sind (alfa1) * t(k) - 0.5 * 9.8 *t(k)*t(k);
end
plot(sx1, sy1);
string1=sprintf ('Angolo di tiro = %d°; velocità iniziale = %d mt/sec' , alfa1, v_ini)
title (string1)
grid on
X_max1 = v_ini*cosd(alfa1)*t_volo
X_max2 = 2*v_ini*cosd(alfa1)*v_ini*sind(alfa1)/9.8
Y_max1 = (v_ini*sind(alfa1))^2/9.8
Y_max2 = v_ini*sind(alfa1)*t_max

Il grafico seguente mostra i grafici forniti dal programma  per angoli di tiro di 30° , 45° e 60°
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Come si vede dal primo e dal terzo grafico,  i valori di  gittata massima sono gli stessi per un angolo di 30° e per un angolo di 60°.

Vale in effetti la relazione (per ogni  compreso tra 0 e 90 gradi)

X_max ()  = X_max (90-).
Modello parametrico   del proiettile (gittata in funzione dell’angolo di tiro)
Per vedere come varia la gittata in funzione dell’angolo è stato realizzato un ulteriore programma in MATLAB che, data  una certa velocità iniziale del proiettile, fornisce i valori di gittata massima, i valori di quota massima  e i valori di tempo di volo  in funzione dell’angolo di tiro per valori compresi tra 15 e 75 gradi ad intervalli di 5 gradi. 
I passi del programma sono i seguenti:

a). Lettura da tastiera della velocità iniziale;

b). Calcolo  del vettore vett_alfa(kk) contenente i valori di angolo di tiro compresi tra 15° e 75° con passo 5°

c). Calcolo del vettore t_volo(kk) contenente i valori della durata  in secondi della traiettoria al variare dell’angolo di tiro

d). Calcolo del massimo (max1) degli elementi  del vettore t_volo(kk) individuato al punto precedente

e). Scomposizione del  tempo max1 in 100 intervalli e memorizzazione degli istanti in cui verranno studiate tutte le traiettorie nel vettore t(k) 

f). Per ogni traiettoria (cioè per ogni angolo di tiro) calcolo del luogo dei punti (coordinate x,y) assunti dal proiettile negli istanti t(k); i punti vengono memorizzati in due vettori denominati sx1(k) ed sy1(k); da notare come l’elaborazione dei suddetti punt si arresti quando si incontra il primo valore sy1(k) minore o uguale a 0 8il proiettile è già arrivato all’impatto.

g). Per ogni traiettoria (cioè per ogni angolo di tiro) realizzazione del grafico della traiettoria stessa

h). Calcolo del valore di gittata massima x_max (kk) in funzione dell’angolo di tiro

i). Calcolo del valore di quota massima y_max (kk) in funzione dell’angolo di tiro

j). Realizzazione dei grafici  individuati  ai punti c) , h) ed i)   relativi a gittata massima, quota massima e tempo di volo   in funzione dell’angolo di tiro.

Il listato del programma è il seguente:

% Programma parametrico per lo studio della traiettoria di un proiettile
% senza considerare la resistenza dell'aria
t=0;
t_max=0;
max1=0;
sx1=0;
sy1=0;
sx=0;
sy=0;
v_ini = input('Introduci velocità iniziale in M/sec: ')
%alfa1 = angolo di tiro
alfa1 = 15; 
alfa2 = 75;
passo = 5;
% calcolo dei tempi di impatto
for kk=1:1:13
    t_volo (kk) = 2*v_ini* sind(alfa1+(kk-1)*passo)/9.8;
    vett_alfa(kk)=alfa1+(kk-1)*passo;
end    
% trovo 'intervallo di volo più lungo
max1 =t_volo(1);
for l=1:13
    if t_volo(l)>max1
        max1=t_volo(l);
    end
end
% divido l'intervallo di volo più lungo in 100 parti
% definizione vettore t per l'asse dei tempi
for k=1:100 
    t(k) = k*max1/100;
end
% calcolo  punti traiettoria asse x e asse y per ogni angolo
for kk=1:13
    alfa=alfa1+(kk-1)*passo;
    for k=1:100
        sx1(k) = v_ini* cosd (alfa) * t(k);
        sy1 (k) = v_ini* sind (alfa) * t(k) - 0.5 * 9.8 *t(k)*t(k);
        if sy1(k)<=0
            break
        end    
    end
    grid on;
    plot(sx1, sy1);
    s (kk,:) = sprintf('%d',alfa);
    hold all;
end
legend(s(1,:),s(2,:),s(3,:),s(4,:),s(5,:),s(6,:),s(7,:), s(8,:),s(9,:),s(10,:),s(11,:),s(12,:),s(13,:))
xlabel ('Gittata (metri)')
ylabel ('Altezza (metri)')
% calcolo vettori gittata massima e altezza massima
for kk=1:1:13
    alfa=alfa1+(kk-1)*passo;
    x_max (kk) = v_ini*cosd(alfa)*t_volo(kk);
    y_max (kk) = v_ini* sind (alfa) * t_volo(kk)*0.5 - 0.5 * 9.8 *(t_volo(kk)*0.5)^2;
end
figure
plot (vett_alfa,x_max)
set(gca,'XTick',15:5:75)
grid on
title ('Gittata')
xlabel ('Angolo di tiro (gradi)')
ylabel ('Gittata (metri)')
figure
plot (vett_alfa,t_volo)
set(gca,'XTick',15:5:75)
grid on
title ('Tempo di volo')
xlabel ('Angolo di tiro in gradi')
ylabel ('Tempo di volo (secondi)')
figure 
plot(vett_alfa,y_max)
set(gca,'XTick',15:5:75)
grid on
title ('Altezza massima')
xlabel ('Angolo di tiro (gradi)')
ylabel ('Altezza massima (metri')
Nel seguito vengono mostrati  i grafici elaborati dal programma, supponendo una velocità iniziale del proiettile pari a 100 mt/sec.
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Figura 1 : Fascio di traiettorie ottenute al variare dell’angolo di tiro
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Figura 2 : Gittata ottenuta al variare dell’angolo di tiro
[image: image18.emf]15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

Altezza massima

Angolo di tiro (gradi)

Altezza massima (metri


Figura 3 : Altezza massima di traiettoria  ottenuta al variare dell’angolo di tiro
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Figura 4 : Tempo di volo ottenuta al variare dell’angolo di tiro
Limiti di validità dei modelli adottati

Il limite principale dei modelli impiegati nei paragrafi precedenti consiste nell’aver trascurato la resistenza opposta dall’aria al moto del proiettile; si è supposto, infatti, che la sola forza agente sul proiettile sia l’accelerazione di gravità: ciò equivale ad aver ipotizzato il vuoto come mezzo di propagazione.
In realtà, un corpo con velocità v immersa in un fluido (aria)  è soggetto ad una forza di "resistenza del mezzo" che, per oggetti macroscopici e/o velocità abbastanza grandi, dipende dal coefficiente aerodinamico di penetrazione dell’oggetto (nelle automobili si chiama CX)  e  si può considerare proporzionale al quadrato della velocità stessa.  Tale forza è "opposta al moto" ovvero ha la stessa direzione della velocità e verso opposto.

E' lecito trascurare la resistenza dell'aria se questa forza  è piccola rispetto alla forza peso. 
Nella pratica, i modelli utilizzati sono quindi validi solo per velocità iniziali del proiettile piuttosto basse (massimo 200 m/sec). 
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